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МЕТОДИКА ПОБУДОВИ МОДЕЛЕЙ ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧНИХ  
ПРОЦЕСІВ 

 
Мета. Метою дослідження є вдосконалення методики побудови гетероскедастичних 

моделей часових рядів, яка ґрунтується на використанні кореляційного аналізу та множини 
статистичних характеристик моделі. 

Методика ґрунтується на принципах системного аналізу у застосуванні до оцінювання 
структури і параметрів моделей за допомогою статистичних даних. Спочатку статистичні дані 
попередньо обробляються: фільтруються, нормуються, заповнюються пропуски і, за необхідності, 
виміри розмножуються. Далі на основі кореляційного аналізу виконується оцінювання структури 
моделі і реалізується оцінювання її параметрів за допомогою коректно вибраного методу. 
Оцінювання адекватності моделі та якості прогнозів виконується за вибраними статистичними 
критеріями.  

Результати. Удосконалено методику побудови моделей гетероскедастичних процесів, яка 
забезпечує отримання адекватних моделей динаміки дисперсії за умови наявності інформативних 
даних. Наведено приклад побудови адекватної моделі динаміки дисперсії гетероскедастичного 
процесу. Виконані обчислювальні експерименти, спрямовані на моделювання динаміки умовної 
дисперсії. Проілюстровано ефективність запропонованої методики моделювання процесів, 
нестаціонарних стосовно дисперсії. Отримані характеристики побудованих моделей УАРУГ 
свідчать про можливість їх використання для прогнозування умовної дисперсії на практиці.  

Наукова новизна. Запропоновано системний підхід до моделювання нелінійних 
нестаціонарних процесів з використанням статистичних даних та принципів системного аналізу. 
Побудовано нову модель досліджуваного фінансового процесу, яка забезпечує отримання 
високоякісного короткострокового прогнозу волатильності.  

Практична значимість. Розроблена методика моделювання гетероскедастичних процесів 
може бути застосована для аналізу процесів такого типу у різних галузях діяльності для створення 
адекватних моделей та оцінювання прогнозів. Програмна реалізація методики забезпечує побудову 
високоякіних моделей.  

Ключові слова: гетероскедастичний процес, волатильність, побудова моделі, критерії 
адекватності, автокореляційна функція, часткова автокореляційна функція. 

 

Вступ. В даний час, в умовах зростання кількості фінансових ринків та збільшення 
кількості їх учасників, є актуальною побудова моделей, які адекватно описують фінансові та 
фінансово-економічні процеси з метою прийняття оптимальних рішень для врахування і 
мінімізації можливих ризиків та отримання максимальних прибутків.  

Такі процеси можуть бути представлені у формі часових рядів. Тому виникає 
необхідність удосконалювати існуючі методики моделювання таких процесів. Дана робота 
присвячена дослідженню нестаціонарних процесів, представлених у формі часових рядів. В 
роботі розглядається нестаціонарність у формі гетероскедастичності, тобто дисперсія 
досліджуваного процесу змінюється у часі на інтервалі дослідження. Моделі, що описують 
динаміку дисперсії, дають можливість виконувати її короткострокове прогнозування, яке 
знаходить застосування у системах торгівлі на біржі, у менеджменті фінансових ризиків і т. 
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ін. Для дослідження використовується  інтелектуальний аналіз даних (статистичний аналіз), 
шляхом оцінювання структури і параметрів математичних.  

Постановка завдання. Завданнями даного дослідження є такі: вдосконалення 
методики побудови моделей гетероскедастичних процесів у формі часових рядів, яка 
ґрунтується на використанні кореляційного аналізу даних, множини статистичних 
характеристик моделі та застосуванні принципів системного аналізу; ілюстрація 
застосування методики моделювання нестаціонарних гетероскедастичних процесів до 
аналізу фактичних фінансових даних.  

Методика ґрунтується на принципах системного аналізу даних, що застосовуються до 
оцінювання структури і параметрів моделей за допомогою статистичних даних.  Для 
моделювання гетероскедастичного процесу необхідно визначити структуру моделі та 
оцінити її параметри, побудувати декілька моделей-кандидатів та визначити кращу модель, 
яка описує процес, використавши множину статистичних характеристик моделі. 

Результати дослідження. Для моделювання екологічних, економічних та 
технологічних процесів використовується методика Дженкінса і Бокса [1]. Дана методика, 
яка ґрунтується на аналізі автокореляційної та часткової автокореляційної функції і 
застосовується для побудови моделей стаціонарних процесів (моделей авторегресії  та 
моделей ковзного середнього) та нестаціонарних процесів (моделей авторегресії та 
інтегрованого ковзного середнього).  

Інший підхід до моделювання процесів, які описані часовими рядами, запропоновано 
в [2]. Цей підхід побудований на використанні інтелектуального аналізу данних 
(кореляційного аналізу) для оцінювання структури і параметрів регресійних моделей часових 
рядів. Для оцінювання параметрів моделей пропонується використовувати метод найменших 
квадратів (МНК) і метод максимальної правдоподібності (ММП) та, інші нелінійні методи і 
універсальний метод Монте-Карло для марковських ланцюгів [3].  

Гетероскедастичні процеси виникають при дослідженні деяких технічних, 
екологічних та фінансово-економічних процесів, особливо в умовах нестійкої економіки. Ці 
процеси відносять до слабко стаціонарних процесів. До відомого підходу моделювання таких 
процесів належить метод групового урахування аргументів (МГУА) [4]. Питання побудови 
моделей нестаціонарних процесів розглядається в [5 - 9].  При моделюванні 
гетероскедастичних процесів спочатку виконують перевірку на наявність 
гетероскедастичності, яка потребує додаткових обчислень. Опис тестів на 
гетероскедастичність наведено в [10 - 12]. 

Відомо, що деякі технічні, екологічні та фінансово-економічні процеси мають досить 
мінливий характер, тобто їх параметри постійно зростають або спадають. Волатильність – це 
ступінь мінливості параметра у часі. Мірою волатильності є дисперсія або 
середньоквадратичне відхилення. 

Якщо дисперсія процесу змінюється (зменшується або збільшується) в часі, то такий 
процес називають гетероскедастичним, якщо дисперсія не змінюється, то такий процес 
називається гомоскедастичним. 

( ) 2var i zz constδ= =  
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Для моделювання гетероскедастичного процесу необхідно знайти закон, за яким 
змінюється дисперсія. 

Розглянемо гетероскедастичний процес: 

 
 

Рис.1. Графік гетероскедастичного процесу 
 

Математичний опис динаміки дисперсії формально ґрунтується на рівняннях 
авторегресії та авторегресії з ковзним середнім. Подальше ускладнення таких моделей 
приводить до експоненційної узагальненої моделі авторегресії з умовною 
гетероскедастичністю. Для того щоб забезпечити скінченність значень умовної дисперсії, 
корені характеристичного рівняння моделі (для її авторегресійної складової) повинні 
знаходитися всередині кола одиничного радіуса.  

Для побудови моделі авторегресійної умовно гетероскедастичної моделі (АРУГ) 
пропонується така послідовність кроків: 

1. Побудувати авторегресійну модель низького порядку, наприклад, АР(1) з метою 
виділення випадкової складової досліджуваного процесу.  

2. Побудувати ряд залишків моделі )(ˆ kε  
3. Побудувати автокореляційну (АКФ) та часткову автокореляційну функцію (ЧАКФ) 

для ряду залишків моделі 
4. Згенерувати новий ряд із квадратів залишків.  
5. Побудувати корелограму для ряду, сформованого із квадратів залишків.  
 

 
 

Рис 2. Автокореляційна та часткова автокореляційна функція для побудови 
моделі АРУГ фінансового процесу 
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5. Аналізуємо ЧАКФ ряду, сформованого із квадратів залишків. Оскільки найбільшу 

значимість має лаг з номером 1, то ми можемо включити його в модель:  

)()1()( 2
10

2 kvkk +−εα+α=ε , 

де )(kv  – випадковий процес, утворений залишками наведеної моделі.  
За допомогою МНК обчислюємо оцінки коефіцієнтів рівняння першого порядку для 

дисперсії залишків.  
Отримали таку модель умовної дисперсії:  

)1(*404188.0371626.3)( 22 −+= kk εε  
Наводимо статистичні характеристики даної моделі: 
 

 
Рис. 3. Статистичні характеристики моделі моделі АРУГ (1) 

 

Наступною моделлю, яку можна побудувати згідно із значеннями розрахованої 
часткової автокореляційної функції, є АРУГ(2):  

)2()1()( 2
2

2
10

2 −+−+= kkk εαεααε  
За допомогою МНК обчислюємо коефіцієнти і отримуємо таку модель:  

)2(*165058.0)1(*470585.0973860.3)( 222 −−−+= kkk εεε . 

 
Рис. 4. Статистичні характеристики моделі моделі АРУГ (2) 

 

Оскільки отримана модель адекватна за коефіцієнтом Дарбіна Ватсона 1,98, але 
показує неадекватність за коефіцієнтом детермінації 0,185, для підвищення адекватності 
гетероскедастичного процесу розширюємо модель, включивши до її складу авторегресійну 
складову стосовно умовної дисперсії )(kh , яка обчислюється за наявними статистичними 
даними. Припускаємо, що дисперсія збурюється процесом у вигляді білого шуму. 

Якщо умовна гетероскедастичність в процесі наявна, то корелограма повинна 
вказувати на цей факт. Алгоритм аналізу корелограми квадратів залишків можна записати 
таким чином:  

1. Побудувати модель АРКС (або АР) для послідовності )}({ ky  і побудувати 

додатковий ряд із квадратів похибок )(ˆ2 kε . Обчислити вибіркову (на основі значень 
елементів ряду) дисперсію залишків  



ISSN 1813-6796 print 
ISSN 2617-9105 online 
ВІСНИК КНУТД   №1 (142), 2020 

Мехатронні системи. Енергоефективність та 
Ресурсозбереження 
Mechatronic Systems. Energy Efficiency & 
Resource Saving 

 

23 

 

∑
= −

=
N

k N
k

1

2
2

1
)(ˆˆ εσ , 

де −N  кількість елементів ряду похибок.  
2. Визначити вибіркову АКФ для ряду  квадратів залишків 
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3. Побудова ряду умовної дисперсії для цього ряду даних виконується так:  

∑
−

+

−
−=

−
−

=
2

1

2
1

2 ,])([
1

1)(
wk

wki

yiy
w

kh  

де k = 2, 3, 4, … , w – розмір рухомого вікна, за яким розраховується умовна дисперсія. 
Для отриманого ряду значень умовної дисперсії автокореляційна та часткова 

автокореляційни функція мають такий вигляд.  
 

 
Рис. 5. Автокореляційна та часткова автокореляційна функція для побудови моделі УАРУГ 

 

З аналізу ЧАКФ видно, що в модель УАРУГ можна включити лаги 1, 2, 3. Серед 
множини побудованих моделей найкращою є модель УАРУГ(3,2): 

 

 
Рис. 6. Статистичні характеристики моделі моделі УАРУГ(3,2) 

В результаті виконаних обчислень побудовано таку модель: 
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)2(*046292.0)1(*062267.0
)3(*471638.0)2(*1604740.0)1(*078621.2960486.1)(

22 −+−+

−+−−−+=

kk
khkhkhkh

εε
 З аналізу статистичних характеристик отриманої моделі видно, що дана модель краще 
описує гетероскедастичний процес, оскільки значення характеристики Дарбіна Ватсона 
наближається до 2, що означає відсутність автокореляції залишків моделі, а коефіцієнт 
детермінації, який показує ступінь адекватності моделі, дорівнює 0,96, що є прийнятним 
значенням для прогнозуючої моделі.  

Висновки. Гетероскедастичні процеси широко розповсюджені у фінансах та інших 
галузях досліджень. Необхідність побудови моделей гетероскедастичних процесів зумовлена 
тим, що у багатьох випадках необхідно знаходити прогнози оцінок умовної дисперсії, 
наприклад, для виконання торговельних операцій, для оцінювання фінансових ризиків та для 
використання у діагностичних системах. Запропонована удосконалена методика 
моделювання динаміки дисперсії гетероскедастичних процесів. Виконані обчислювальні 
експерименти, спрямовані на моделювання динаміки умовної дисперсії, ілюструють 
ефективність запропонованої методики моделювання процесів, нестаціонарних стосовно 
дисперсії. Отримані характеристики побудованих моделей  УАРУГ свідчать про можливість 
їх використання для прогнозування умовної дисперсії на практиці.  
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МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ МОДЕЛЕЙ ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ 

БИДЮК П. И.1, ДЕМКОВСКИЙ Є. О2., ДЕМКОВСКАЯ Т. И.3 
1Институт прикладного системного анализа НТУУ «КПИ» им. Игоря Сикорского 

2Киевский национальный университет имени Тараса Шевченка 
3Киевский национальный университет технологий и дизайна 

 
Цель. Целью исследования является совершенствование методики построения 

гетероскедастических моделей временных рядов, основанной на использовании корреляционного 
анализа данных и множества статистических характеристик модели. 

Методика основывается на принципах системного анализа данных в применении к оценке 
структуры и параметров моделей с помощью статистических данных. Для моделирования 
гетероскедастических моделей временных рядов необходимо решить следующие задачи: 
воспользоваться принципами системного анализа для формулирования методики моделирования, 
обеспечить надлежащую подготовку данных для моделирования, оценить структуру и параметры 
моделей, а также сформировать критериальную базу для корректного выбора лучших моделей из 
множества оцененных кандидатов. 

Результаты. Усовершенствована методика построения моделей гетероскедастических 
процессов, которая обеспечивает получение адекватных моделей динамики дисперсии при наличии 
информативных данных. Приведен пример построения адекватной модели динамики дисперсии 
гетероскедастических процесса. Выполнены вычислительные эксперименты, направленные на 
моделирование динамики условной дисперсии. Проиллюстрировано эффективность предложенной 
методики моделирования процессов, нестационарных относительно дисперсии. Полученные 
характеристики построенных моделей УАРУГ свидетельствуют о возможности их использования 
для прогнозирования условной дисперсии на практике. 

Научная новизна. Показана возможность применения системного подхода к построению 
моделей гетероскедастических временных рядов и приведена последовательность выполнения 
операций при построении моделей указанного типа. Построена новая модель исследуемого 
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финансового процесса, обеспечивает получение высококачественного краткосрочного прогноза 
волатильности. 

Практическая значимость. Предложенная методика обеспечивает построение моделей 
приемлемой адекватности при условии полноты и информативности статистических данных, 
представленных временными рядами. 

Ключевые слова: временной ряд, гетероскедастический процесс, волатильность, построение 
модели, критерии адекватности, автокорреляционная функция, частичная автокорреляционная 
функция. 
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Purpose. The aim of the study is to improve the method of construction of heteroscedastic models of 

time series, which is based on the use of correlation analysis of data and multitude of statistical 
characteristics of the model. 

Methodology is based on the principles of systematic data analysis in application to the estimation 
of structure and parameters of models using statistical data. For modelling of heteroscedastic time series 
models need to solve the following tasks: to apply system analysis principles to formulate the modeling 
methodology, to ensure proper modeling data preparation, to evaluate the structure and parameters of the 
models, and to form a criterion base for the correct selection of the best candidate models from the set of 
candidates evaluated. 

Findings. The technique of constructing models of heteroskedastic processes is improved, which 
ensures obtaining adequate models of the dynamics of dispersion with the presence of informative data. An 
example of constructing an adequate model of the dispersion dynamics of the heteroscedastic process is 
given. Computational experiments aimed at modeling the conditional dispersion dynamics are performed. 
The efficiency of the proposed technique for modeling non-stationary variance processes is illustrated. The 
obtained characteristics of the constructed GARCH - models indicate that they can be used to predict 
conditional variance in practice. 

Originality. The possibility of applying a systematic approach to the construction of heteroskedastic 
time series models is shown, and the sequence of operations is performed when constructing models of this 
type. A new model of the studied financial process has been constructed to provide high quality short-term 
volatility forecast. 

Practical value. The proposed methodology ensures the construction of models of acceptable 
adequacy, provided the completeness and informativeness of the statistics presented in time series. 

Keywords: time series, heteroscedastic process, volatility, model construction, adequacy criteria, 
autocorrelation function, partial autocorrelation function. 

 


